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Запропоновано моделi коливальних контурiв, резонансних вiдрiзкiв довгої лiнiї та смугових фiль-
трiв, названi 𝛿-моделями. Виконано порiвняння резонансних характеристик вiдрiзка довгої лiнiї та
𝛿-моделi. Розглянуто 𝛿-моделi та частотнi характеристики зв’язаних коливальних структур та смугових
фiльтрiв.




Коливальнi контури та резонанснi вiдрiзки дов-
гої лiнiї (ДЛ) є базовими структурами частотної
фiльтрацiї сигналiв [1–5]. Контури належать до
зосереджених коливальних структур з однiєю ре-
зонансною частотою. У розподiлених коливальних
структурах вимушенi коливання являють собою
стоячi хвилi. Сукупнiсть зв’язаних однорезонансних
коливальних структур утворює структуру з декiль-
кома резонансними частотами, що використовує-
ться в смуговiй фiльтрацiї.
У рiзних науково-технiчних областях пiд час мо-
делювання широко застосовують пiдхiд на основi
𝛿-функцiї [6]. У цьому випадку приймається, що
фiзичний об’єкт або фiзична величина зосередже-
нi в точцi. Для лiнiйних систем вплив у виглядi
𝛿-функцiї дозволяє визначити характерний для си-
стеми вiдгук у виглядi функцiї Грiна або iмпульсної
характеристики (для лiнiйних кiл). У моделях вико-
ристовують як поодинокi 𝛿-функцiї, так i решiтки
𝛿-функцiй у разi багатоелементних структур.
У квантовiй механiцi потенцiальнi 𝛿-бар’єри i
𝛿-ями застосовують пiд час моделювання iдеаль-
них кристалiв, дефектiв у кристалах, таммiвських
поверхневих рiвнiв, двобар’єрної структури з резо-
нансним тунелюванням електронiв [7]. Модель 𝛿-
функцiй (𝛿-джерел та 𝛿-вiдбивачiв) зiграла ключо-
ву роль у розвитку прикладної акустоелектронiки,
оскiльки дозволяє скористатися моделлю трансвер-
сального фiльтра для синтезу та аналiзу акустоеле-
ктронної структури.
Дельта-функцiї — важливий модельний iнстру-
мент радiотехнiчних кiл [8]. В [9] запропоновано
iмпеданснi 𝛿-моделi реактивних радiоелементiв, якi
на вiдмiну вiд традицiйних моделей не мають ча-
стотних обмежень. У данiй статтi пiдхiд на основi
𝛿-моделей поширено на коливальнi структури.
Цiль статтi полягає в розробцi 𝛿-моделей коли-
вальних контурiв та резонансних вiдрiзкiв ДЛ та в
застосуваннi цих моделей для смугових фiльтрiв.
1 Дельта-моделi коливальних
структур
У численних випадках резонансна частотна за-
лежнiсть амплiтуди коливань апроксимується симе-





де 𝜉 = 2𝑄𝛿, 𝑄 — добротнiсть, 𝛿 = (𝑓 − 𝑓0)/𝑓0,
𝑓 — частота, iндекс “0” означає резонансне значе-
ння. У теорiї радiотехнiчних кiл залежнiсть (1),
що називається граничною резонансною характери-
стикою [8], апроксимує резонанснi характеристики
послiдовного й паралельного коливальних контурiв
та резонансного вiдрiзка ДЛ.
У рамках 𝛿-моделей iндуктивнiсть та ємнiсть
моделюються iмпедансними 𝛿-неоднорiдностями









де 𝛼𝐿, 𝐶 — константи, iндекси “𝐿” та “𝐶” вiдпо-
вiдають iндуктивностi та ємностi, 𝑍 — хвильовий
iмпеданс ДЛ; 𝜈 — фазова швидкiсть хвилi в ДЛ.
Константи 𝛼𝐿, 𝐶 визначаються спiввiдношеннями
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𝛼𝐿 = 𝑧в𝑎 i 𝛼𝐶 = 𝑧н
−1𝑎, де 𝑧 — нормований до 𝑍
iмпеданс, iндекси “в” та “н” вiдповiдають високому
та низькому (порiвнюючи з 1) iмпедансам, 𝑎 —
ширина 𝛿-функцiї, причому 𝑧в → ∞, 𝑧н → 0 i
𝑎 → 0. У графiчному зображеннi 𝛿-неоднорiдностi
довжина 𝛿-функцiї прямо пропорцiйна значенню 𝛼,














Рис. 1. Дельта-моделi реактивних елементiв (а);
вiдповiднiсть резонансних 𝛿-бар’єра та 𝛿-ями послi-
довному та паралельному контурам (б), опiр наван-
таження 1 — для зосереджених кiл — нормований
активний опiр, для розподiлених — нормований хви-
льовий iмпеданс ДЛ.
Коефiцiєнт проходження та вхiдний iмпеданс 𝛿-





𝑧вх = (1 + 𝑖𝜂)
±1, (3)
де 𝜂 = 𝛼𝛽, 𝛽 — хвильове число, 𝛽 = 2𝜋/𝜆, 𝜆 —
довжина хвилi, знаки “+′′ i “−′′ з “±′′ вiдповiдають
𝛿-бар’єру та 𝛿-ямi. З урахуванням реактивного ха-
рактеру iмпедансних 𝛿-неоднорiдностей назвемо їх
реактивними.
Уведемо частоту 𝑓 ′ = 𝑓 − 𝑓0 й розглянемо ха-
рактеристики (2) та (3) для цiєї частоти. Величина
𝜂 визначається спiввiдношенням 𝜂 = 𝛼𝛽′, де 𝛽′ —
хвильове число на частотi 𝑓 ′. З огляду на те, що
𝛽′ = 𝛽0𝛿, остаточно отримаємо
𝜂 = 𝛼𝛽0𝛿. (4)
У цьому випадку залежнiсть (2) має резонансний
характер, вирази (2) та (1) збiгаються, причому
добротнiсть дорiвнює
𝑄 = 𝛼𝛽0/4. (5)
Для величини 𝜂 згiдно (4) з урахуванням норму-
вання вираз (3) збiгається з виразами для вхiдно-
го iмпедансу послiдовного коливального контура з
послiдовно включеним активним опором та пара-
лельного з паралельно включеним активним опором
(для степенi ±1 вiдповiдно); нормований активний
опiр контурiв 𝑟 = 1 [8]. Отже, 𝛿-бар’єр та 𝛿-яма еквi-
валентнi послiдовному та паралельному контурам
(рис. 1б).
Назвемо такi 𝛿-моделi та 𝛿-неоднорiдностi ре-
зонансними. У графiчному зображеннi резонансної
𝛿-неоднорiдностi довжина 𝛿-функцiї прямо пропор-
цiйна величинi 𝛼, а, отже, i добротностi.
Реактивнi 𝛿-неоднорiдностi (𝛿-бар’єр та 𝛿-яма)
характеризуються двома параметрами — напрям-
ком, що визначає характер реактивностi — iнду-
ктивнiсть або ємнiсть, та параметром 𝛼, прямо про-
порцiйним значенню iндуктивностi або ємностi. Ре-
зонанснi 𝛿-неоднорiдностi характеризуються трьома
параметрами — напрямком, що визначає характер
резонансу — послiдовний або паралельний, власною
(резонансною) частотою 𝑓0 та параметром 𝛼, прямо
пропорцiйним добротностi.
Резонансна характеристика коефiцiєнта прохо-
дження (2) вiдрiзняється вiд резонансної характе-
ристики для струму коливального контура змен-
шенням добротностi вдвiчi в порiвняннi з виразом
для вхiдного iмпедансу (3). Це зумовлене тим, що в
(3) втрати враховуються лише в прямому напрям-
ку (𝑟 = 1), а в (2) — i у зворотному (𝑟 = 2 для
послiдовного контура i 𝑟 = 0, 5 для паралельного).








де 𝜔0 = 2𝜋𝑓0; 𝑍 — опiр, до якого виконано норму-
вання; знаки “+′′ i “−′′ вiдповiдають послiдовному
й паралельному контурам.
2 Порiвняння характеристик
вiдрiзка довгої лiнiї та 𝛿-
моделi






де 𝜙 = 𝛽𝑙, 𝑙 — довжина вiдрiзка, у результатi







де 𝑧 = (𝑧 − 𝑧−1)/2. Резонансному пiвхвильовому
вiдрiзку ДЛ згiдно (8) вiдповiдає характеристика 1
на рис. 2.
Параметри пiвхвильового вiдрiзка ДЛ та йо-
го 𝛿-моделi зв’язанi спiввiдношеннями 𝛼 = 𝑧𝜆0/2,
𝜂 = 𝜋𝑧𝛿; водночас 𝑄 = 𝜋𝑧/4, де 𝑧 = 𝑧±1, зна-
ки “±′′ вiдповiдають 𝑧в та 𝑧н. Резонанснiй 𝛿-моделi
вiдповiдає залежнiсть 2 на рис. 2, 𝑧 = 5. Зi збiль-
шенням 𝑧 характеристика вiдрiзка наближається до
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характеристики 𝛿-моделi. Так, якщо 𝑧 = 5 , сму-
га пропускання 𝛿-моделi менша на 6,9% , а, якщо












Рис. 2. Залежностi коефiцiєнта проходження пiвхви-
льового вiдрiзка ДЛ (1) та його 𝛿-моделi (2).
3 Дельта-моделi зв’язаних ко-
ливальних структур
На вставцi рис. 3 наведено 𝛿-моделi двох одна-















Рис. 3. Частотнi характеристики двох зв’язаних
контурiв (1, 2) та двох зв’язаних резонансних 𝛿-
моделей (3, 4), 𝑄 = 30, 𝑘 = 0, 06 (1, 3), 𝑘 = 0, 1
(2, 4),
𝛼 = 19, 1𝜆1, 𝑏 = 0, 088𝜆1 (2), 𝑏 = 0, 047𝜆1 (4).
З формули (7) у результатi перетворень для






(𝐵 + 𝜒)2 + (1− 𝜂𝐵)2 , (9)
де 𝜒 = 𝜂(1− 𝜂𝐵/2); 𝐵 = 𝑡𝑔𝛽𝑏.
Порiвняємо характеристику (9) з амплiтудно-




(1 + 𝑄2𝑘2 − 𝜉2)2 + 4𝜉2 , (10)
де 𝑘 — коефiцiєнт зв’язку. Вiдношення резонансних












де iндекси 1 i 2 вiдповiдають нижнiй i верхнiй ре-
зонансним частотам; 𝑘кр — критичний коефiцiєнт
зв’язку, 𝑘кр = 𝑄










Умова резонансних максимумiв характеристики
(9) — 𝜒 = 0. Цiй умовi вiдповiдають значення 𝜂1 = 0
та 𝜂2 = 2/𝐵2. Оскiльки для зв’язаних 𝛿-моделей в
(4) 𝑓0 = 𝑓1, маємо 𝛽2 = 𝛽1 + 2/𝛼𝐵2.









де 𝜇 = 2𝜆21/𝜋
2𝛼𝑏. У разi 𝑘2 >> 𝑘2кр та 𝜇 << 1 маємо
𝑘 ≈ 𝜇/4. (14)
Отже, у першому наближеннi коефiцiєнт зв’язку
двох зв’язаних коливальних структур в 𝛿-моделi
обернено пропорцiйний параметру 𝛼 (або добротно-
стi коливальної структури) та вiдстанi мiж структу-
рами.
На рис. 3 наведено характеристики згiдно (9) та
(10), що iлюструють їхню вiдповiднiсть. Залежностi
згiдно (9) розраховано з урахуванням спiввiдношен-
ня 𝛽 = 𝛽0(1 + 𝛿), де 𝛽0 вiдповiдає мiнiмуму характе-
ристики мiж її максимумами. Похибки визначення
коефiцiєнта зв’язку згiдно з наближеннями (13) та
(14) для характеристики 2 дорiвнюють 8 та 1%, а
для характеристики 4 — 3 та 13%.
4 Дельта-моделi смугових фiль-
трiв
Розглянемо смуговий фiльтр, утворений послi-
довними та паралельним коливальними контурами
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де ∆𝜔 = 2𝜋∆𝑓 , ∆𝑓 = 𝑓2−𝑓1, 𝑓2, 1 — граничнi часто-
ти смуги пропускання; 𝜔0 = 2𝜋𝑓0, 𝑓0 =
√
𝑓1𝑓2 —





𝐿2𝐶2; 𝛿𝑓 = ∆𝑓/𝑓0; 𝑔1, 2 —
параметри, значення яких визначаються типом ха-
рактеристики. Частота 𝑓0 вiдповiдає змiннiй 𝑓/𝑓0−










Рис. 4. Схема смугового фiльтра (а); 𝛿-моделi фiль-
трiв iз характеристикою Баттерворта (𝑔1 = 𝑔3 =
1, 0000, 𝑔2 = 2, 0000 [2]) (б) та Чебишова з рiвнем
пульсацiй 0,2 дБ (𝑔1 = 𝑔3 = 1, 2275, 𝑔2 = 1, 1525 [2])
(в).





причому у виразi для 𝛿𝑓 частота 𝑓0 = (𝑓2 + 𝑓1)/2 —
середня арифметична частота смуги пропускання,
що вiдповiдає змiннiй 𝛿, симетричнiй вiдносно сере-
дньої частоти.
У графiчному зображеннi 𝛿-моделi фiльтра дов-
жина 𝛿-функцiї, яка прямо пропорцiйна значенню
𝛼, згiдно (16) прямо пропорцiйна i значенню 𝑔. На
рис. 4б та 4в наведено 𝛿-моделi фiльтрiв iз рiзними
типами характеристик. Вiдстанi мiж 𝛿-функцiями
показано умовно.





Дельта-моделi дозволяють спростити аналiз




4 + (2𝜂1 − 𝜂2)2 + 𝜂21𝜂2[𝜂2(2 + 𝜂21)− 4𝜂1]
.
(18)






Згiдно (17), для характеристики Баттерворта
𝜂1 = 2𝛿/𝛿𝑓 . Як i очiкувалося, вираз (19) є хара-
ктеристикою Баттерворта третього порядку.
На рис. 5 наведено АЧХ смугових фiльтрiв тре-
тього порядку згiдно 𝛿-моделей (формули (19) та
(18)). Смуга пропускання 1...2 ГГц за рiвнем -3 дБ
(схему такого фiльтра з характеристикою Баттер-











Рис. 5. АЧХ фiльтрiв iз характеристикою Баттер-
ворта (1) та Чебишова з рiвнем пульсацiй 0,2 дБ (2).
Розглянемо фiльтр iз чвертьхвильовими
зв’язками мiж коливальними структурами (рис.
6а) [6]. На рис. 6б наведено 𝛿-модель фiльтра з
характеристикою Чебишова, а на рис. 7 — його
АЧХ згiдно 𝛿-моделi. Значенням 𝑔1−3 вiдповiдають
такi значення параметра 𝛼: 21, 4𝜆0, 25, 6𝜆0, 36, 9𝜆0





Рис. 6. Фрагмент схеми фiльтра з чвертьхвильовими
зв’язками (а), 𝛿-моделi фiльтра: з характеристикою
Чебишова (рiвень пульсацiй 0,1 дБ, 𝑔1 = 𝑔5 =
1, 1468, 𝑔2 = 𝑔4 = 1, 3712, 𝑔3 = 1, 9750 [1]) (б), та
з крайовою аподизацiєю (в).
Дельта-модель фiльтра дозволяє знайти рiшен-
ня з меншою кiлькiстю значень добротностi та з
меншою максимальною добротнiстю, що спрощує
конструкцiю фiльтра.
Розглянемо АЧХ фiльтра, утвореного однакови-
ми коливальними структурами (рис. 7, крива 2);
𝛼 = 28, 8𝜆0, що вiдповiдає 𝑄 = 45, 2. Значнi пуль-
сацiї в смузi пропускання, якi дорiвнюють 2,3 дБ,
зумовленi вiдбитими хвилями.
Кожну з 𝛿-неоднорiдностей 𝛿-моделi фiльтра мо-
жна розглядати як вiдбивач, а 𝛿-модель загалом як
модель перiодичної структури, утвореної цими вiд-
бивачами. В [10] запропоновано простий метод змен-
шення рiвня пульсацiй характеристик перiодичних
структур крайовою аподизацiю — зменшенням ко-
ефiцiєнтiв вiдбиття вiдбивачiв на краях структури.
У найбiльш простому варiантi необхiдно зменшити
вдвiчi коефiцiєнти вiдбиття крайнiх вiдбивачiв.












Рис. 7. АЧХ фiльтрiв iз чвертьхвильовими
зв’язками: з характеристикою Чебишова (1), з
однаковими коливальними структурами (2) та з
крайовою аподизацiєю (3), вiдносна ширина смуги
пропускання за рiвнем -3 дБ 𝛿𝑓−3 = 4%.
Зважаючи на спiввiдношення 𝑟2 + 𝑡2 = 1, де 𝑟 —
коефiцiєнт вiдбиття вiдбивача, а також формулу
(2), маємо 𝑟 = 𝜂/
√︀
4 + 𝜂2. З вiдношення коефiцi-
єнтiв вiдбиття крайнього i внутрiшнього вiдбивачiв
у разi зазначеної умови для вiдношення параметрiв








де iндекс “кр” означає значення для крайнього вiд-
бивача.
Згiдно (20) отримаємо 𝑝 = 0, 39; водночас рiвень
пульсацiй мiнiмальний i становить 0,03 дБ. Для рiв-
ня пульсацiй 0,1 дБ маємо 𝛼 = 30𝜆0, 𝑄 = 47, 1,
𝑝 = 0, 52, 𝛼кр = 15, 6𝜆0, 𝑄кр = 24, 5. Дельта-
модель такого фiльтра наведено на рис. 6в, а на
рис. 7 — його АЧХ, крутiсть якої, як видно, близька
до крутостi характеристики Чебишова.
Обговорення отриманих резуль-
татiв
Дельта-моделi спрощують аналiз коливальних
структур та фiльтрiв i, як i у випадку 𝛿-моделей
реактивних елементiв, “пiдказують” новi рiшення
фiльтрiв; у розглянутому в статтi випадку з покра-
щеними конструктивними параметрами.
Завдяки унiверсальностi пiдходу на основi 𝛿-
функцiй у разi такого моделювання стає можливим
скористатися аналогiями з iнших науково-технiчних
областей, зокрема квантової механiки та акустоеле-
ктронiки.
Подальший розвиток пiдходу на основi 𝛿-
функцiй може бути в напрямi моделювання стру-
ктур iз несиметричними резонансними характери-
стиками, зокрема з характеристикою Фано, моде-
лювання шлейфiв, врахування втрат у реактивних
елементах та коливальних структурах.
Висновки
Запропонованi 𝛿-моделi коливальних структур у
виглядi резонансних iмпедансних 𝛿-неоднорiдностей
дозволяють моделювати поодинокi зосередженi та
розподiленi коливальнi структури, зв’язанi коли-
вальнi структури, а також фiльтри на їхнiй основi.
Цi моделi розширюють пiдхiд на основi 𝛿-функцiй
як важливого модельного iнструменту радiотехнi-
чних кiл.
Дельта-модель дозволяє представити коливаль-
ну структуру й коливальний процес зосередженими
в точцi. У цьому випадку розподiлена поодинока
коливальна структура еквiвалентна зосередженому
вiдбивачу. Частотна залежнiсть коефiцiєнта вiдби-
ття цього вiдбивача має своєрiдний характер —
мiнiмум, що дорiвнює нулю, на резонанснiй частотi i
зростає в разi вiдстроювання вiд резонансної часто-
ти. Представлення поодинокої коливальної структу-
ри зосередженим еквiвалентним вiдбивачем дозво-
ляє для аналiзу коливальних структур скористатися
моделями зосереджених поодиноких або перiодично
розмiщених вiдбивачiв.
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Дельта-модели колебательных стру-
ктур и полосовых фильтров
Нелин Е. А., Шульга А. В., Зингер Я. Л.
Предложены модели колебательных контуров, резо-
нансных отрезков длинной линии и полосовых филь-
тров, названные 𝛿-моделям. Выполнено сравнение ре-
зонансных характеристик отрезка длинной линии и 𝛿-
модели. Рассмотрены 𝛿-модели и частотные характери-
стики связанных колебательных структур и полосовых
фильтров.
Ключевые слова: колебательная структура; колеба-
тельный контур; отрезок длинной линии; дельта-модель;
полосовой фильтр
Delta models of oscillatory structures
and passband filters
Nelin E. A., Shulha A. V., Zinher Ya. L.
Introduction. Oscillatory circuits and resonant sections
of transmission line (TL) are the basic signals frequency
filtering structures. Oscillatory circuits belong to lumped
oscillatory structures with one resonant frequency. A set
of connected one-resonant oscillatory structures forms a
structure with several resonant frequencies used in band-
filtering. In various scientific and technical areas the
approach based on 𝛿-functions is widely used for simulation.
In the presented paper the approach based on 𝛿-models
expand on oscillatory structures and bandpass filters.
Delta-models of oscillatory structures. Models of
oscillatory circuits and resonant TL sections as impedance
resonant 𝛿-inhomogeneities are proposed. These models are
called 𝛿-models. It is shown that resonant 𝛿-barrier is equi-
valent to series oscillatory circuit and resonant 𝛿-well - to
parallel oscillatory circuit. Resonance 𝛿-inhomogeneities are
characterized by three parameters – direction determining
the resonance nature (series or parallel), its own resonant
frequency and parameter directly proportional to the quali-
ty factor.
Comparison of TL resonant section and 𝛿-
model characteristics. TL section and 𝛿-model frequency
characteristics are compared. It is shown that with increasi-
ng of the difference between transmission line and secti-
on impedances section characteristic approaching 𝛿-model
characteristic. Delta models of coupled resonant structures.
Delta-models of coupled oscillatory circuits are
presented. Comparison of transmission coefficient of two
coupled 𝛿-models with frequency response of two identical
coupled circuits illustrate their accordance.
Delta models of bandpass filters. Delta-models of
bandpass filter formed by series and parallel oscillatory
circuits are presented. Delta models simplify filter analysis
and for the filter with quarter-wave links between osci-
llatory structures allow finding a solution with fewer quality
factor values and lower quality factor maximum, which
simplifies filter design.
Conclusion. The proposed 𝛿-models of oscillatory
structures in the form of resonant impedance 𝛿-
heterogeneities allows to simulate single lumped and distri-
buted oscillatory structures, coupled oscillatory structures,
and also filters on their basis. Delta models simplify the
analysis of oscillatory structures and filters and, as in the
case of reactive elements 𝛿-models, “prompt“ new filter
solutions; in the case considered with improved constructive
parameters.
Key words: oscillatory structure; oscillatory circuit;
transmission line section; delta-model; passband filter
